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摘要：由于从波的现象规律中发现了波的粒子性，为充实波是由弥散物质的粒子性产生的例证，作为探索才研究了弹性波。经过近十年的努力，根据弹性动力学给出的与实验相符的平面简谐波找到了弹性波遵从力学规律的新形式，从机制上解决了弹性波的传播、反射与折射、激发三大问题，形成了一个基本功能齐全、展现波具有不连续特征的《弹性波的粒子理论》。它把质点动力学拓展到弹性物体，证明了弹性波的产生是来自弹性介质的惯性作用。因此，该理论纠正了作为弹性动力学核心的以应力产生弹性波的纳维（Navier）方程所犯的颠倒因果关系的错误，并使其合理的部分得到保留、不合理的部分得到剔除，为解开波粒二象性之迷及在如何认识未知世界的程序上留下了启示。
关键词：弹性介质的物理模型  波质元  动量定理  功能原理  动量与能量守恒定律  牛顿第三定律  总边界条件
引言：为解开波粒二象性之迷而能研究波是根据牛顿力学的一个基本的观点：一切物质都因有质量而具有惯性，而惯性就是粒子性，因此一切物质都具有粒子性的本性。在这力学观点下，与粒子性并立且矛盾的波动性就成为怀疑对象。很巧，这一证据就存在于令
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（称t’为波源的历史时间，称t为现在时间）由
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所描述的平面波中（这里把产生波的作用激发源称为场源，而把被场源直接作用的点元称为波源）： 
当t 不变时，
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随x变化。我们看到，每一点x都再现了波源不同历史时刻
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的扰动状态
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，并构成一个空间横向的有序排列，表明在任一时刻t的波所展示的都是波源扰动状态的全部历史；

当x不变时，
[image: image6.wmf]t

¢

随t变化。我们在x点看到的是波源扰动状态
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的历史变化，并构成时间t的纵向有序排列，表明在波线上每一点x所展示的也都是波源扰动状态的历史；
当t’ 不变时，x随t变化。我们看到，波源
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时刻的扰动状态
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以波速c独立地向x轴正向传播，如同其它扰动状态不存在一样。

我们从这三条现象规律看出，波中各点的扰动状态都彼此无关、都具有粒子运动状态的独立性。这一特征表明，波只是弥散物质的一种运动现象，是粒子性个体运动所表现出的集体行为。就像多米诺骨牌效应那样，反映的是粒子性运动状态的独立性和独立的粒子性个体运动状态在粒子性个体间传播的现象规律。但要充分证明波具有粒子性的本性，就得从弥散于空间的电磁场物质的粒子性出发给出波。出于对其物性的无奈，也只好将这一想法转到对弹性波的研究上。通过对弹性动力学的推敲看到，虽说它是个力学理论，却不能用力学规律解决扰动是怎样从一个弹性质元传递给另一个相邻弹性质元的，由此发现该理论创建于对弹性质元应用牛顿第二定律之上是个基本概念错误。我们知道，牛顿第二定律仅对质点成立，而质点要求物体无转动、无变形和无内能。按数学形式逻辑的取法，无论把弹性质元取得多么小，它都是个有变形、有内能的弹性物体，近似不成质点。因此，弹性动力学的创建在基本原理上就错了，说明它并不是个属于质点动力学的粒子理论。这一结论也被它的波方程和边界条件给出的弹性波中，都存在毫无原因的违反动量或能量守恒定律的情况所证实。据此，笔者也就更有了建立一个弹性波的粒子理论的信心。该理论之所以建立在弹性动力学给出的与实验相符的平面简谐波之上，是受到我们常说的“通过现象看本质”的启发，由此认识到两点：一是，未知面前无道理，这就断绝了去走前人的猜想之路；二是，任何现象的本质规律都潜含在现象之中，由现象规律来确定。正是这两点决定笔者以弹性波的现象规律来寻求它遵从的力学规律，从而也建立起《弹性波的粒子理论》。虽说它在理论上否定了弹性动力学，但就这两个学说的作用与关系而言，弹性动力学尽管不是个理论，但它获得平面波、球面与柱面纵波的近似解、简单的反射与折射现象的成功，说明它是前人创建的获得未知现象的方法，是为我们认识弹性介质的运动所迈出的第一步。就方法而言，它并不存在被推翻的问题。特别是人们在应用中已积累了丰富的经验，在解决具体问题上我们对它仍然要坚持能用则用、好用则用的原则；《弹性波的粒子理论》虽说还存在没有解决的问题，但它却是揭示弹性波现象本质规律的理论，是在弹性动力学的基础上所迈出的第二步。这有先有后的两个学说代表着我们认识未知自然界的程序——先获取现象后认识本质，反映出我们认识未知世界的普遍规律。
1  弹性介质的三种物理模型
模型来自我们对研究对象的认识或猜想，它是思维的载体，是探索、揭示某一类物理规律的基本依据。由于弹性动力学给出的弹性介质的数理模型来自假设而脱离物理实际，使理论表现出两方面的问题：其一，模型赋予物理量的连续可微性所抹杀的正是产生弹性波的粒子性机制。如，取dm为点元；其二，因为自由表面、界面没有弹性介质，使弹性波产生反射、折射失去了动力学的机制。而笔者要建立弹性波的粒子理论，就必须有能反映产生弹性波及其反射和折射粒子性机制的物理模型，它来自我们对弹性体的构成和经验。我们知道，真实的弹性固体是由原子、分子构成的，而它们又是由电子和原子核组成的。因此，它的均匀各向同性都是宏观观测尺度上的平均概念。这是本文给出弹性介质的三种物理模型的依据。
1.1  均匀各向同性的弹性介质模型
设，在一个弧立的弹性固体中存在宏观观测上表现为各向均匀同性的最小球体半径为r0，以r0为半径在这弹性固体中连续作球，则这些球心点的集合就是均匀各向同性的弹性介质。
1.2  有限弹性介质模型
按1.1中的做法，弹性固体中除均匀各向同性的弹性介质外，在表面处必剩下厚度为r0的不属于均匀各向同性的弹性介质，称它为表面层。它有个外表面，即与真空的分界面；还有个内表面，即与内部均匀各向同性弹性介质的衔接面。内外表面之间是力学环境失去球对称性的弹性介质。可见，一个弹性固体是由内部均匀各向同性的弹性介质和表面层构成的。然而，这个模型虽然能真实的反映弹性介质运动的波行为的力学结构，但表面层的存在也给我们研究波的反射问题带来困难。因此，对表面层必须简化。其根据有三条：  

①对表面层而言，我们研究的是入射波的反射行为，而不是研究表面层。按经验表面层对波只起到反射作用。因此，不必关心表面层的具体情况；
②根据惠更斯原理，若入射波在表面层能产生满足反射定律的反射波，它要求表面层的振动只起到产生次级子波的点波源的作用。从实际考虑，这是要求表面层的厚度r0与入射波的波长相比能够忽略不计；
③由于表面层对入射波只起到反射作用，这实际上是要求表面层的变形应当很小，在运动中它的能量、动量的积累和释放都可以忽略不计，仅将入射波的能量、动量经过它传递给反射波。
基于上述三条理由，在有条件的近似下就得到了表面层的物理模型：质量为零，变形时可产生应力的几何面。对它仍称为表面。于是，就确立了有限弹性介质的物理模型：它是由内部均匀各向同性的弹性介质和表面构成的。
1.3  层状弹性介质模型
将两个有限弹性介质模型的表面密接在一起，就得到了层状弹性介质的物理模型。
弹性介质的物理模型与数理模型有两点不同：一是，它恢复了表面、界面在变形时能产生应力，为弹性波的反射和折射提供了作用机制；二是，它限定了所取的线元
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都是有限小量，从而坚持了物理量在宏观上的统计平均意义。这一限定突出的是物理，体现了在解决物理问题中物理同数学的主从关系。
2  弹性波遵从力学规律的新形式
弹性波是一种力学现象，力学规律必是弹性波遵从的基本规律。而力学规律是粒子的规律。因此，不找到弹性波中具有力学独立性的粒子，就无法运用力学规律来确知弹性波的力学行为。弹性动力学对弹性质元应用牛顿第二定律的错误表明，它并未在弹性介质中找到能应用力学规律的粒子。要找到它，也只有对弹性波的现象规律应用力学原理来寻求。这是因为新的现象必有新规律，而新规律是潜含在新现象之中的，也就必须根据新的现象规律来揭示。
在弹性动力学给出的具体弹性波中只有平面波与实验相符，所以，笔者是把其中的平面简谐波及由弹性介质的物性决定的关系作为寻求弹性波中的粒子和它遵从力学规律新形式的依据。
2.1  动量定理与波质元
设：有一平面简谐横波沿x轴正向传播，弹性介质密度为
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，波的传播速度为c，位移波函数为
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	图1  等质元取法与受力分析
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并有如下关系：
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在波线上取一系列相等的弹性质元，如图1所示。
设第
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个弹性质元
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，依据反映作用过程的动量定理写出下式
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其中，
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是力对弹性质元作用的积累时间。
根据(2)中的关系可求出(3)式中的各项：
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其中，(4)、(5)式利用了中值定理，并考虑
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段函数接近线性而取了中间值。将(4)~(7)式代入(3)式得
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由质点动力学可知，能接受单一力作用的物体才是独立物体。这对(8)式来说，就是从该式中寻求单一力对弹性质元作用的规律。显然，这是要求(8)式中左右两侧同号项相等。因此，取
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就得到了单一力对弹性质元的作用规律：
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        (11)
为认识(10)、(11)式表达的物理意义，以
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运动速度为基准，把(3)式写成动量定理的矢量式，
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根据(10)、(11)式则有，
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由(12)式可知，来自
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的作用无关；由(13)式可知，来自
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的作用无关。将(12)，(13)式写成完整的动量定理形式：
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本文称(12)、(13)，(14)、(15)式为弹性介质中一个
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的动量定理，称满足这样动量定理，即满足(9)式的弹性质元
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2.2  波质元的能量
根据(12)式，有
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它所展示的正是前言中揭露的平面波其扰动具有“当t’ 不变时”时空关联的不变性。
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由于弹性质元任意时刻的总能量都是其弹性动能与弹性势能之和，所以有
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(17)式说明波质元（弹性质元）的动能与势能总是相等的；(18)式说明波质元的总能量是它动能的两倍。这与弹性动力学给出的结果相同。
2.3  波质元的功能原理
根据功能原理，应力对波质元作的功可写出下式：
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可见，
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时刻的总能量。本文用下式表示
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同理，也可算出
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(22)、(23)式说明，在
[image: image81.wmf]t
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时间内两端力对波质元作的功分别等于它的两个时刻的总能量。本文称这两个式子为弹性介质中一个波质元的功能原理。
2.4  两个相邻波质元间的相互作用遵从动量和能量守恒定律
根据(14)式写出第n+1个波质元
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 （牛顿第三定律）
∴ 
[image: image85.wmf]1

1

(,)(,)(,)(,)

nn

nnnnnn

PxtOxxtOxttPxxtt

+

+

++D=+D++D+D

uvuv

                   (25)
根据(22)式写出第n+1个波质元
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的功能原理。
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2.5  波质元运动速度与位移的关系
在取定波质元后，描述波质元运动的时间t也随之分为：0、
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。在对波质元应用力学规律来解决弹性波问题时，总是先求速度，再由速度得到位移。这里先明确它们之间的关系：
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因为求得的
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是波质元某一时刻的平均速度，也是该波质元任意时刻的平均速度，知道了它也就求出了该时刻的平均位移：
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此后在解决弹性波问题时，就由得到的
[image: image101.wmf](,)
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直接写出该时刻的位移
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，不再重复这一过程。
上述力学规律的新形式尽管是依据平面简谐波得到的，但我们却找到了弹性介质中遵从力学规律的波质元，它就是遵从力学规律的粒子（这里说波质元是粒子，是指物质的惯性遵从力学规律，但它并不是能独立存在粒子，称它为粒子性更确切）。只要注意波质元遵从力学规律的新形式，波的叠加原理就是力的叠加原理，波质元不独占空间，我们就可以根据受力分析，按条件对波质元应用有时间过程的力学规律来解决弹性波的问题。可见，在找到波质元之后，《弹性波的粒子理论》在实质上是把解决弹性波的问题变成了对力学规律的应用题。注意：因为波质元不是质点而是弹性物体，瞬时的牛顿第二定律对波质元不成立。也正因为波质元是个弹性物体，《弹性波的粒子理论》也就将质点动力学拓展到弹性物体。须指出，由(9)式给出的波质元是对弹性质元的粒子化, 是遵从力学规律的充分且必要条件，即力对波质元作用的积累时间必须等于力在波质元中的传播时间。但这并不意味着扰动传播的连续性仍然在起作用，而是因为对力学规律新形式的揭示所依据的是连续的弹性波，还不能摆脱波速这个常量，这也是把它称为波质元的原因。由于(25)式是一个运动物体同另一个静止物体进行弹性碰撞的动量守恒形式，(27)式是其能量守恒形式，这一揭示首先告诉我们：弹性波的产生机制是波质元间的弹性碰撞，为我们证明了弹性波是由弹性介质的惯性作用产生的，其中的应力、弹性势能也都来自波质元的惯性作用，由此也就确认了弹性动力学对弹性质元使用牛顿第二定律因违反质点概念而造成从应力出发给出弹性波的纳维（Navier）方程犯了颠倒因果关系的错误，从中也明确了平面波不产生逆波的原因。
3  弹性波的反射、折射规律
从本节内容看到，对于解决归为波质元两体弹性碰撞的反射与折射问题直接应用力学原理就够了，并不需要边界条件；对于解决归为波质元多体弹性碰撞的反射与折射问题，由于未知量超过了应用力学原理的个数才需要边界条件。所谓边界条件就是由力学原理决定的在边界处波质元相互作用遵从的力学规律。
3.1  界面对垂直入射的弹性波（P波、S波）的反射、折射与“半波损失”
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	图2  入射、反射、折射波质元取法


设有一平面波
[image: image104.wmf]1

u

v

垂直入射到两种介质的界面上，产生反射波
[image: image105.wmf]2
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和折射波
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。取入射、反射、折射波的波质元依次为
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分别是入射侧、折射侧介质密度和波速，
[image: image114.wmf]s
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面是三个波质元的相互作用面。如图2所示。
受力分析：三个波质元的侧面由波线围成，故无外
力作用；因是垂直入射，界面无变形，故界面不会通过
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面边缘对这一作用过程施加外力。因此，反射波、折
射波的产生完全来自入射波的作用。如果设入射波的波质元受反射波和折射波波质元的作用合力为
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，反射波波质元、折射波波质元受到的入射波波质元的作用力依次为
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和
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。根据牛顿第三定律，有
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根据动量定理，有
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(30)式就是一个速度为
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的物体与一个静止的物体作完全弹性正碰的动量守恒表达式。
将(30)式与这一过程遵从能量守恒定律表达式组成方程组
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化简方程组，
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解此方程组，得
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(33)、(34)式确定了平面波用位移表示的反射和折射系数：
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                                    （36）
对平面简谐波，设入射波的波质元
[image: image135.wmf]1

m

D

的位移是
[image: image136.wmf]0

11

1

1

2

()cos()

xx

utAt

c

w

-D

=-


按它的扰动传播来认识
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根据
[image: image141.wmf]2
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于是，根据(35)、(36)式，就得到了我们用平面简谐波振幅表示的
反射、折射系数：
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当
[image: image145.wmf]1

c

和
[image: image146.wmf]2

c

是平面简谐纵波（称为P波）的波速时，(37)、(38)式就是平面简谐纵波的反射、折射系数；当
[image: image147.wmf]1

c

和
[image: image148.wmf]2

c

是平面简谐横波（称为S波）的波速时，(37)、(38)式就是平面简谐横波的反射、折射系数。(31)式不但揭示产生反射与折射现象的动力学机制也是弹性碰撞，也证明了这一碰撞机制对质量不同的波质元也适用。从力学观点看，入射波并没有消失，反射波就是改变了传播方向和状态的入射波。“半波损失”的产生原因也由(31)式和(37)式反映清楚。能否产生“半波损失”现象，将取决于入射波和折射波的相互作用惯性质量（波质元的质量）的大小。波阻
[image: image149.wmf]c

r

的物理意义也正是反映了相互作用惯性质量的大小。从而没有被弹性动力学揭示出来的“半波损失”机制问题由弹性波的粒子理论给出了答案。
3.2  界面对斜入射的SH波的反射和折射
设有一SH波（位移垂直入射面的横波）以α角入射到界面上，产生反射、折射的SH波；两种介质的密度分别为
[image: image150.wmf]1
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、
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；SH波在两种介质的波速分别为
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。取入射波和反射波的波质元
[image: image154.wmf]11
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、折射波的波质元为
[image: image155.wmf]32
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（因入射角等于反射角），如图3所示。由于SH波的位移平行于界面，界面不变形，无外力参与这一作用过程，因此这一碰撞过程遵从动量与能量守恒定律。列出如下的方程组：
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图3 SH波的反射、折射示意
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因为(39)式与(31)式相同，所以由(39)式给出的SH波斜入射
到界面上的反射、折射系数与(33)、(34)式也相同。若SH波
是简谐波，可写出用振幅比表示反射、折射系数：
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我们从3.1、3.2小节看到两点：其一，对于垂直入射到界面的P波，S波以及斜入射到界面的SH波，弹性波的粒子理论所给出的反射与折射系数与弹性动力学给出的都相同；其二，入射、反射、折射的波质元均满足两侧位移接续条件：
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，但反射角与折射角由独立的反射与折射定律确定，同遵从动量与能量守恒定律无关。
3.3  表面对P波、SV波的反射与表面边界条件
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	图4  P波反射与波质元取法


由于我们对这两种波在表面处的力学行为一无所知，下面在反射波遵从反射定律的前提下，通过一段较为曲折的受力分析过程，来获得表面反射规律。
设：弹性介质的密度为
[image: image163.wmf]r

，P波和SV波的波速为
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、
[image: image165.wmf]v
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；有一P波
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以α角入射到弹性介质的表面上，产生反射的P波
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和SV波
[image: image168.wmf]3
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（位移在入射面的横波，本文规定SV波的位移以传播方向与它成左旋为正）。取入射P波的波质元为
[image: image169.wmf]1
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，反射P波和SV波的波质元依次为
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，
[image: image171.wmf]3
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。上述关系如图4所示。
受力分析：
表面上的面元
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的作用面。假设，通过M、N点的两条边线（沿y向）间的表面对波质元作用的外力是零，根据波质元的取法，在波射线围成的波质元侧面上也不受外力作用。按动量、能量的传递来理解，反射P波和SV波的产生，是入射P波的波质元
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施以作用的结果。若设
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依据动量定理有
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可见，(48)式也是这一碰撞遵从的动量守恒形式。按图4，把(49)式写成分量式：
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经验证，此组解并不满足能量守恒定律。容易发现，因为
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若设表面所施外力为
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由这一方程组看出，要给解就要知道
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	图5  
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其中，
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解得
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参照图5，计算的
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由图5看出，实际反射P波的速度方向与反射SV波速度的反方向夹角也是
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表面反射规律：
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则将(52)式中的第一式写成
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再把(59)式写成分量式并与能量守恒组成方程组：
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解方程组得反射波的波质元速度，再化成位移有：
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利用斯涅尔反射定律
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将(63)式代入(60)中，可得三个位移的矢量关系，
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显然，(66)式也能给出(61)、(62)式的结果。对入射到表面的SV波而言，求反射的SV波、P波与入射到自由表面的P波所列方程组相同，给出的结果也相同，其差别仅在于
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变为反射的P波。由于(66)式对入射到表面的SV、SH波也成立，故(66)式是表面对弹性波的反射规律。对照弹性动力学，我们称它为表面边界条件。下面从这一表面边界条件出发，给出SV波的反射系数。
设有一SV波
[image: image258.wmf]1

u

v

以
[image: image259.wmf]a

角入射到弹性介质的表面上，产生反射的SV波
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定SV波的位移以传播方向与它成左旋为正。如图6所示。
依据表面边界条件列方程：
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解方程可得简谐波的反射系数：
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    （SV波反射系数） (68)
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	图6  SV波反射示意


与弹性动力学比较我们看到有两点不同：一是，自由表面的
边界条件不同。(66)式反映了对入射P波、SV波能发生波型转换（P波入射能产生反射SV波，SV波入射能产生反射P波）是表面变形应力参与了作用，而弹性动力学给出的自由表面应力为零条件，不但失了发生波型转换的机制，也使它给出的结果与动量守律定律相矛盾；二是，两个理论给出的反射系数也不同。此外，(61)、(68)式也给出了发生偏振交换
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。这一结论与弹性动力学相同。
3.4  界面反射与折射规律　（总边界条件）
我们从3.1~3.3小节中看到，对垂直入射到界面的P波与S波（对SV、SH波的总称，此时二者化一）、斜入射到界面的SH波，以及斜入射到表面的P波与SV波，其本质都属于两体碰撞问题，也就都可以根据力学原理直接解决，并不需要边界条件。所给出的表面边界条件只是力学原理决定的反射规律，用它只是对解决表面反射问题起到了简化的作用。但对斜入射到界面的P波或SV波，由于能产生反射与折射的P波和SV波，从粒子观点认识就属于多体碰撞问题，未知量之多已超出可用力学原理的个数，要解决这类反射与折射问题，必须从碰撞条件上去寻找它们在通过界面的相互作用中所遵从的力学规律。
3.4.1  能量守恒规律   
由层状介质模型可知，界面质量为零，而两侧介质又是完全弹性体，因此诸多波质元间的碰撞也一定遵从能量守恒定律。如果把入射波波质元的能量、反射波波质元的总能量、折射波波质元的总能量依次用E0、E1、E2表示，对于界面来说它们能量关系就是：
E0＝E1＋E2                                     
       (70)
我们把它称为能量守恒边界条件。
3.4.2  位移规律  
对于垂直入射到界面的P波、S波以及斜入射到界面的SH波的反射与折射，我们从(31)式、(39)式得到位移满足的关系式为：
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                     (71)
它表述的是，入射侧相接续的合位移等于折射侧的位移。从碰撞来认识，它表述的是由力学规律决定的保证两体相互作用的接触条件。换言之，由于界面是入射波、反射、折射波的公共作用面，也就能够确认接触条件为两侧波质元相互作用的普遍规律。如将入射侧波质元的总位移用
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表示，折射侧波质元的总位移用
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表示。则，表述这条普遍规律的就是下式： 
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对于斜入射到界面的P波、SV波来说，入射侧的合位移为：
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折射侧的合位移为
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于是，有
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令， 
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则，(73)式写成
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                           (74)
由反射定律和折射定律是各自独立的定律可知，反射定律与折射侧有没有弹性介质无关。说明P波、SV波在表面上的反射规律
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，在折射侧有弹性介质时也成立。因为
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方向的，即 (74)式应为标量式：
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我们把(70)、(75)式集中写在一起
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因为（76）式包含着各种弹性波的所有反射与折射的规律，我们将此二式称为弹性波的总边界条件。
3.5  界面对P波和SV波的反射、折射系数
3.5.1  P波的反射、折射系数
如图7所示，P波以α角入射到界面上，产生反射、折射的P波和SV波。对反射、折射的SV波的位移均以传播方向与它成左旋为正。
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	图7  P波反射、折射示意
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 （入射、反射P波）
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      （反射SV波）
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     （折射SV波）
依据界面反射与折射总边界条件(76)式列方程：
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由(79)、(80)式解得：
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由(81)、(82)式解得：
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把波质元关系式代入(77)式得：
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将(83)~(86)的位移关系改写成速度关系代入(87)式，利用反射定律
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由(78)式作得其速度式，再同(88)式联立：
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求得
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可见，
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P波的反射系数
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SV波的反射系数
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P波的折射系数
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SV的折射系数
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3.5.2  SV波的反射、折射系数
在SV波以α角入射到界面时，注意到β是P波的反射角，
[image: image332.wmf]a

是SV波的折射角，
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是P波的折射角，并且SV波的位移仍以传播方向与它成左旋为正，其解法与P波入射时相同，这里不再重复。下面直接给出入射简谐波的SV波的反射与折射系数：
SV波的反射系数

[image: image334.wmf]222

12

2

222

112

coscos()[coscos()cossin()]

cos()

cos()coscos()[coscos()cossin()]

vvp

vvp

CCC

A

ACCC

raabraabbaa

ab

abraabraabbaa

---+-

+

=-×

--+-+-

  (96)
P波的反射系数
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SV的折射系数
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P波的折射系数
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4  弹性波的传播规律
根据弹性波的粒子理论从研究一个扰动状态在两个相邻波质元之间的传递规律入手，来解决波源波质元某一历史时刻
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的一个扰动状态在弹性介质中的传播规律。当波源波质元的扰动状态随其历史时间
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变化时，这一传播规律就形成了完整的弹性波。
    本文把产生弹性波的作用激发源称为场源，把弹性介质中与场源接触的波质元称为波源。在弹性介质中，从波源开始沿波射线按
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）取一列波质元。波质元与描述它的时空关系取法如下：
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在这种描述下，我们就可以对波质元应用它所遵从的力学原理来给出平面、球面和柱面弹性波的传播规律。
4.1  平面波的传播规律
平面波的产生机制已由理论部分中的(25)、(27)式表述清楚。由于这两个式子对于解决平面波的问题具有等价性，可以利用其中的一个来解决平面波的传播问题。如根据(25)式，有
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(101)式就是
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的扰动状态传递给
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的规律，也是平面波的传播规律。
为了完整展现波质元的惯性作用，这里还是采用质点动力学解决碰撞问题的习惯解法。设
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只要注意
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为得到人们熟悉的平面波表达式，根据产生波的相邻波质元之间两两碰撞的机制，由(101)式一直写出波质元
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令
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为波源的历史时间；称t为观测时间，也是波源的现在时间。所谓波源，就是受场源作用（受外力作用）产生波的波质元。在此定义下，根据(103)式，对(104)式可以明确地说，它只是波源波质元某一历史时刻
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的扰动状态的传播规律。为了表明波与波源关系，且全波是波源波质元所有扰动状态的传播，当把这层关系和意义掺进(104)式中，就得到     
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                                       (105)
(105)式就是用波质元的速度给出的完整平面波。
用波质元位移表述的完整平面波为
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                                         (106)
若我们把描述位移场的
[image: image371.wmf](,)
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看成连续可微的函数，即把弹性波看成连续的，也可把(101)式化为位移等式，来得到平面波方程：
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显然，其解
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就是弹性动力学给出的连续的平面波。

(103)式展示了位相的重大意义，即它同波的产生机制相联系；(106)式表明，平面波也是有源波，其无头无尾之说那是来自在基本原理上的错误。我们从(106)式给出的平面波及后面给出的球面、柱面波中都能看到，它们都包涵波源的扰动项，也就明确了所谓波就是波源扰动状态的传播，它所展现的都是波源扰动的全部历史。由于波的全部物理意义都体现在
[image: image374.wmf]t
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和时间t的关系之中，因此对波的完备描述应是个一空二时的函数。
4.2  产生球面、柱面纵波的两种应力
在牛顿力学中，解决力学问题最重要的就是对物体进行受力分析。在弹性波的粒子理论中也是如此，搞清一个波质元都受哪些力的作用，这些力都是什么性质的力，对解决弹性波的问题同样是最重要的。根据笔者对球面、柱面纵波的分析，它们的产生除物质的惯性作用外，还取决于由它产生的两种应力：一种是径向应力。它没有平衡位置，对波质元的动量和能量仅起到等量传播的作用。我们称这种应力为传递应力，平面波就是在它的参与下产生的；另一种是由波质元的径向位移引起的周向应力。由于它沿着球面或柱面，不能沿径向传递，但它能产生作用在波质元上的径向体力，我们称这种应力为周向驻应力。周向驻应力产生的径向体力是固定作用在波质元上的单向力、它始终指向平衡位置，并把波质元驱向平衡位置，它是造成球面、柱面纵波具有复杂性的根本原因。
4.2.1 周向驻应力产生的径向体力密度
有一很长的弹性薄圆筒，平均半径为
[image: image376.wmf]r

、厚度为
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（很小）、密度为
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、胀缩应力系数为
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，筒内壁受一均匀压力，使筒产生径向位移
[image: image380.wmf]0
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，如图8所示。我们分析一下在突然撤去压力后筒的运动。
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图8弹性薄圆筒及t时刻运动状态


设t时刻筒的径向位移为
[image: image382.wmf]()
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周向驻应力为
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根据弹性势能密度公式
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根据能量守恒定律,可写出
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时刻单位长度筒的能量关系
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两边对时间微商，得
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同理，对一个薄球壳，得
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图9  球面纵波面元、弹性质元的取法


(107)、(108)式说明薄圆筒和薄球壳将作简谐振动，左端为周向驻应力产生的径向体力密度，而
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分别是它们的固有频率。
4.2.2  从两种应力出发建立弹性动力学中的球面、柱面纵波方程
假设牛顿第二定律能用于弹性介质，我们可采用受力分析来得到弹性动力学中的球面、柱面纵波方程。
设，
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时刻弹性质元
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，介质的胀缩应力系数为
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。弹性质元的取法参看图9。
根据牛顿第二定律有
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利用
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整理上式，得球面纵波方程
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同理，可得柱面纵波方程
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                      (111)
(110)、(111)式左端前两项是径向传递应力项，而第三项就是周向驻应力产生的径向体力项。两个波方程帮助我认证了径向传递应力和周向驻应力产生的径向体力是产生球面、柱面纵波的两种应力。此外，由于本文给出的球面、柱面的纵波方程与由纳维（Navier）方程给出的(110)、(111)式不同，这里给出它们也是为了与本文给出的波方程有个比较。
4.3  球面纵波的传播规律
4.3.1  忽略周向驻应力产生的径向体力作用的简单球面纵波
	[image: image409.jpg]




	图10  一系列波质元取法


设：弹性介质密度为
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、胀缩应力系数为
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；在径向按
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碰撞前的速度是零，碰撞后的速度为
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。
分析：因为简单的球面纵波中仅有传递应力，平面波中也仅有这种应力。在小区域内的简单球面纵波可看成平面波，因此其波质元也同平面波的波质元一样，总能量也是动能的2倍。又因为简单球面纵波仅由波质元的惯性作用和传递应力生成，在产生机制上也与平面波相同，那么，简单球面纵波的产生也是波质元间遵从动量和能量守恒定律的碰撞。据此列得动量守恒与能量守恒的方程组： 
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其中，
[image: image422.wmf]2

1

()sin

nn

mrrr

rjqj

-

D=-DDDD

、
[image: image423.wmf]2

sin

nn

mrr

rjqj

D=DDD

，
[image: image424.wmf]p

rct

D=D

，解得：

[image: image425.wmf]1

2

(,)(,)

n

nnnn

n

rr

VrtVrrtt

rr

-

-D

=-D-D

-D

（略去了
[image: image426.wmf]2

r

D

项）
          
[image: image427.wmf]1

(,)(1)(,)

nnnn

n

r

VrtVrrtt

r

-

D

=--D-D

 （在
[image: image428.wmf]0

rr

>>D

下，取
[image: image429.wmf]nn

rr

rrr

DD

=

-D

 ）    (113)

[image: image430.wmf]11

(,)(,)

nnnn

n

r

vrrtVrrtt

r

--

D

-D=--D-D


                              (114)
(114)式说明，在产生发散球面波的同时也产生了汇聚的球面波。但汇聚动量
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(113)、(115)式就是分别用速度和位移表示的在忽略周向驻应力产生的径向体力作用下
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的规律。为得到波源扰动的传播形式，根据波质元间两两碰撞的机制，由(115)式写出
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去掉记号，就得到人们熟悉的表达式
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它正是弹性动力学给出的球面纵波的近似解。但在本理论中它与(117)式一样，只是波源某一历史时刻
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              (119)
为获得(118)式，也可假设位移是连续可微的，就能将(115)式化为近似的波方程（利用
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设
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4.3.2  一般情况下的发散球面纵波
解决这一问题就是在4.3.1节的基础上再考虑进周向驻应力产生的径向体力作用。我们仍以
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分析：波质元的弹性势能有两部分：一部分是传递应力产生的与动能相等的传递应力势能；另一部分是由波质元的径向位移产生的周向驻应力引起的弹性势能。对两个相互碰撞的波质元Δmn-1和Δmn而言，Δmn-1必须克服作用它上的周向驻应力产生的径向体力才有同Δmn作用的动量，因此Δmn-1是以带着传递应力势能同Δmn碰撞的；Δmn在Δmn-1的惯性作用下既产生传递应力势能也产生周向驻应力势能，若在碰撞中把周向驻应力产生的径向体力看作是外力，也就把其对应的势能排除在Δmn-1和Δmn碰撞体系之外。因此，在这一条件下两波质元各自的总能量仍然是动能的2倍。按照波质元位移增加来分析，因为波质元Δmn-1的动量是克服固定作用在它上的径向体力才有的，而波质元Δmn在同Δmn-1的碰撞中固定在它上面的径向体力却参与了这一过程。显然，要解决这两个波质元间的碰撞就要用有时间过程的动量定理和功能原理。
以波质元位移增大，即周向驻应力势能处于积累阶段来分析，波质元Δmn-1的主动作用动量
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使波质元Δmn产生的动量方向与固定在它上的径向体力方向相反，根据动量定理和功能原理，可列出下面的方程组：
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这是在
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所处运动状态为条件所列的碰撞方程组。其中，
[image: image456.wmf]n

DW

是
[image: image457.wmf]n

m

D

的体元，
[image: image458.wmf])

,

(

t

t

r

v

m

n

n

n

D

-

D

是Δmn与Δmn+1在t - 2Δt ~ t -Δt段时间碰撞结束时的动量，在(121)式中出现是它的二次作用。正如
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    从产生机制上来认识(121)式，波质元在两两碰撞中不但产生向
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的二次作用，就得到了一般情况下的发散球面纵波的方程组，
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利用
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消去
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再略去二阶小量得：
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             (125)
把速度、位移看成连续可微的函数，则有
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，得到用位移描述的发散球面纵波近似满足的波方程为：

[image: image472.wmf]22

22

(,)1(,)1(,)(,)

0

p

p

urturturturt

c

rtctrtr

¶¶¶

+++=

¶¶¶¶

   
               (126)
设
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                              (127)
对波方程(126)式和位移解(127)式的修正：
我们知道，弹性介质中各点的位移都是以它们原来静止位置定义的，它们的运动也是从静止位置开始的。可是，我们从位移解(127)式看到两个矛盾：
其一，当
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其二，由(127)式得速度，再得位移：

[image: image478.wmf]0

0

11

()

()

0

(,)

(,)

p

p

crr

pt

c

prr

r

urt

VrtPAee

tr

-

-

-

¶

==

¶

  
      
[image: image479.wmf]0

0

0

0

00

11

11

()

()

()

(,)(,)

p

p

p

p

rrc

c

pt

prr

c

prr

t

rr

c

r

r

urtVrtdtAeeAe

rr

-

-

-

-

-

==-

ò

           
  (129)
显然，(129)式不是波方程(126)式的位移解，但(129)式却符合产生发散球面纵波的初始条件。在（129）式的提醒下，波方程(126)式给波解带来两个矛盾的原因是清楚的，位移同它的时间微商可差个不含时间项，要想给出合理的位移解，就必须对波方程(126)式和位移解(127)式进行修正：
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于是，我们就得到了满足初始条件的发散球面纵波的传播规律：　
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讨论：
① 因为
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是波源波质元的扰动项
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，说明发散球面纵波不是对波源任意形式的扰动都能传播的，这是因为有径向体力参与导致的；
② 我们将(127)式写成
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此式就是弹性动力学从(110)式球面纵波方程给出的球面简谐波解，但从本文看，这个球面简谐波过于粗糙。
③ 当
[image: image492.wmf]p

为复数时，尽管(132)式仍然是波方程(130)式的波解，但严格说来发散球面纵波中却不会有这种球面简谐纵波。例如，设
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我们按上式随便写出一个解
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我们明显看到，尽管各点在按简谐振动，但它却不是个简谐波。其实，不会有球面简谐纵波是容易认识的。因为任意
[image: image496.wmf]r

处的波质元都在它固有径向体力的作用之下，会使它按固有频率来振动。而相邻波质元施加给它的惯性作用属于强迫力，该力即或是简谐力，该波质元所作的也是固有频率加强迫力频率的合振动。能够想见，如果波源波质元
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…的逐一传递中，固有径向体力也会使它的一个频率变成两个频率，两个频率变成四个频率，使频率的个数按几何级数增加。在这一频散的机制下，哪个
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的简谐方式来振动。因此，p只能取实数。这也说明，在弹性介质中只能产生(131)式描述的非周期性的发散球面纵波。但这并不是外力激发下弹性介质球面运动的唯一形式，它仅意味着在一般情况下弹性介质的球面运动是复杂的，还不能用一个确定的函数形式来描述。
4.4  柱面纵波的传播规律
就产生机制而言，忽略径向体力作用的简单柱面纵波和考虑径向体力作用的发散柱面纵波与其相对应的球面纵波是完全相同的。自然，解决柱面纵波问题在方法上也是相同。它们的区别仅表现在波质元和径向体力的不同。因此，对获得柱面纵波方程组的原因、相同解法不再重述。由于对发散球面纵波所作的讨论也适用于发散柱面纵波，本节对发散柱面纵波也不再讨论。
4.4.1 忽略周向驻应力产生的径向体力作用的简单柱面纵波
所列方程组为：
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其中，
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解此方程组，得
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由(135)式给出位移的形式
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(135)、(136)式就是
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的扰动状态传递给
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的规律，为了得到简单柱面纵波，可根据(136)式一直写出
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(137)式就是波源波质元某一历史时刻
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我们也可将(136)式化为近似的波方程
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设
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4.4.2  一般情况下的发散柱面纵波
所列方程组为
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略去
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化简(142)方程组，得到近似的发散柱面纵波的波方程：
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波解为：
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对波方程(143)式和波解(144)式的修正：
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于是，我们就得到了满足初始条件的传播波源扰动状态的发散柱面纵波的传播规律。
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4.5  柱面横波的传播规律
因为弹性介质的这种横波也具有轴对称性，各处的扰动位移与柱轴平行或垂直，只有剪应力在起作用，不产生周向驻应力，也就没有径向体力作用在波质元上，因此波质元的两两碰撞遵从动量和能量守恒定律，所列方程组、解法及得到的传播规律都与简单的柱面纵波相同。简言之，我们把(140)式中的纵波波速
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[image: image531.wmf]s

c

，就是本节给出的柱面横波的传播规律。因此，这里只是公布结果。
列出柱面横波的方程组：
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得到的柱面横波为
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其近似的波方程为
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波解为
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可见，柱面横波是一种简单波。
5  弹性波的激发
从激发来认识，我们可以把弹性波分为两类：第一类弹性波包括平面波、柱面横波、简单球面纵波和简单柱面纵波；第二类弹性波包括发散球面纵波和发散柱面纵波。就作用而言，产生前者的是两种作用，即波质元的惯性作用、以及伴随它而在弹性介质中产生的传递应力作用；产生后者的是三种作用，即波质元的惯性作用、以及伴随它而在弹性介质中产生的传递应力作用和径向体力作用。就作用规律而言，前者波质元之间的弹性碰撞都遵从动量和能量守恒定律；后者波质元之间的弹性碰撞都遵从动量定理和功能原理。从两类弹性波的传播规律上看，第一类弹性波中都包含着波源波质元的任意扰动项，说明解决这类弹性波的激发问题就是解决在场源外力作用下波源波质元的运动问题；由于第二类弹性波中包含的是波源波质元的特定扰动项，看似仅能传播这种形式的波，但因为有积累的径向体力作用在波源波质元上，在一般情况下场源外力激发的是弹性介质复杂的球面、柱面的运动而不是波。
第一类弹性波的激发问题，如果设
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（对平面波
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）这种形式的动量定理。自然，它也适用于波源波质元。因此，解决第一类弹性波的激发问题，就可用这种第一类形式的动量定理来解决，这就是在场源外力的激发作用下，求出波源波质元的运动位移规律，再把它代到其传播规律中，就解决了它们的激发问题并得到了具体的弹性波。
第二类弹性波的激发问题，如果设
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这种形式的动量定理（对于发散球面纵波D=2，对于发散柱面纵波D=1）。但由于第二类弹性波仅有特定的形式，对场源激发外力就有特定要求，加之对波源波质元积累的径向体力作用，在一般情况下并不能产生第二类弹性波，而场源外力激发的是弹性介质的球面、柱面运动。对于这种运动我们也只能通过对一个个波质元的逐一的计算来解决。
5.1  平面波、柱面横波以及简单球面、柱面纵波的激发
设弹性介质的单位表面上受场源作用力为
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由于在实际观测中弹性波以及激发外力都是连续的，而且用连续可微的时空函数表达波动规律清晰并具有适用性，因此这里对弹性波的激发及其传播规律，都采用连续可微的函数形式。即把
[image: image556.wmf]()

Ft

¢

、波质元的位移看成连续可微的。于是，令
[image: image557.wmf]0

t

¢

D®

，则有

[image: image558.wmf]0

1

(,)()

VatFt

c

r

¢¢

=


                                     (153)

[image: image559.wmf]0

0

1

(,)()

t

uatFtdt

c

r

¢

¢¢¢

=

ò


                             (154)
我们依据(154)式求出
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5.1.1  平面波的激发
设
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例2  
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各x点波质元运动速度为

[image: image571.wmf]1

()0

(,,)

0

xx

Htt

ccc

Vxtt

x

t

c

t

r

t

ì

--

ï

ï

¢

=

í

ï

->

ï

î

≤

≤


此例给出弹性介质如下的运动观象：
    ①在观测时间
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②在观测时间
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③如果弹性介质只有
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的一段，按机制就出现了
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运动的以波速传播的平面波。由于它将在两个表面来回反射，使两波相遇的一段有
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的速度，没有波的一段处于静止状态。显然，这是一段能使整个弹性物体行走的波（它才是真正意义上的行波），从整体看去，这段弹性介质有点像虫子一样向前蠕动着。其实，这也是弹性物体在外力冲击作用后出现的一种非常简单的运动形式。一般说来，只要我们承认弹性物体内对外力作用的传播速度是波速，在外力作用下在弹性物体内就必然产生波，作用结束时就成为行波。换言之，弹性物体在非平缓的外力作用中和作用后，都会因失去物体运动的整体性，使得对弹性物体的运动不再能用质点来近似描述。据此，弹性物体的完全弹性碰撞，在一般情况下不会遵从质点式的动量和机械能守恒定律。
5.1.2  简单球面、柱面纵波和柱面横波的激发
因为它们的解决方法完全相同，这里只以简单球面纵波为例来展示求法。设弹性介质内有一半径为
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例2  
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在
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的激发下产生的相应简单柱面纵波、柱面横波的通式为
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例3  
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在
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的激发下产生的相应简单柱面纵波、柱面横波的通式为
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5.2  发散球面、柱面纵波的激发
从这两种波的传播规律看出，它们限定了波源波质元只有唯一的一种运动形式
[image: image610.wmf]pt
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，也就明确了只有
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形式的外力才能激发这两种波。尽管解决它们的激发问题仍然是解决波源波质元
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的运动问题，但就这两种波的传播规律而言，各波质元都是在克服积累的径向体力后所传播的波源波质元的特定运动状态，而波源波质元
[image: image613.wmf]0
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的运动却是由激发外力及作用在它上面的所积累的径向体力共同决定的。由此不难想到，由于发散球面、柱面纵波的特殊性、外力激发的任意性及积累的径向体力的参与，导致了在一般情况下弹性介质产生球面或柱面运动的复杂性。这里将从一般情况入手，来解决它们的激发问题。又因为发散球面纵波、球面运动与发散柱面纵波、柱面运动在产生机制、定性结论和解决方法相同，这里只谈及前者。
5.2.1  对外力激发下产生发散球面纵波的分析 
设球腔内表面的单位面积上所受到的激发外力为
[image: image614.wmf]()
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。在它的作用下，弹性介质中的波质元
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产生了位移、积累了径向体力。根据动量定理，波源波质元
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的速度由下式决定（以波源历史时间
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的视觉来看待与
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的所有关系）：
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上式根据(132)式写出，因为
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是个配项，不影响
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的运动，也不影响径向体力的积累对
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的作用，它只是保证
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时各波质元的位移是零。所以，在这一判定中此项无用。因此，抹去这一配项为
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由(156)式看出，要产生(132)式的发散球面纵波，即A是个常数、波源波质元
[image: image633.wmf]00
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的形式运动，必须在能忽略诸多波质元的径向体力对
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的积累作用，只有在激发外力为
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（H是常数）的条件下才能实现 [从所列发散球面纵波的方程组(121)式看出，这个波就是波源波质元克服径向体力的积累作用产生的，使得这一作用没有反映出来，但实际上这一作用却影响了这个波]。在一般情况下，解决发散球面、柱面纵波的激发问题也只能根据已知激发外力
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开始，一个波质元一个波质元的去计算了。
5.2.2  冲击力激发的发散球面纵波
例   
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解：
因为
[image: image640.wmf]t

很短，
[image: image641.wmf]1

0

2

0

0

2(,)

()

j

i

i

i

urirjt

kt

rir

-

=

¢

+DD

¢

DWD

+D

å

中只有几项求和且位移都很小，可以把此项忽略，就会得到一个简单的结果：
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应指出的是在冲击力结束之后，由于弹性介质中积累了周向驻应力产生的径向体力，弹性介质在它的作用下还将继续运动下去。我们把在激发外力作用结束之后，弹性介质在积累的径向体力作用主导下产生的运动称为尾波，这是一种复杂的运动现象。
5.2,3  在一般场源外力
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前提条件及处理方法：当
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为激发外力，，并将它从
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段的前后沿值或该段的中间值；
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的取法很灵活，在实际计算中应该等于探测仪对弹性介质运动状态变化的时间灵敏度，或
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等于探测传感器接收运动信号的线度。
发散球面纵波的算法：
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以此类推，我们就可以算出在
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激发下，任意
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时刻弹性介质作发散球面运动中各个波质元的运动状态。自然，
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激发下这个发散球面运动就近似地知道了。
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